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IX 

 
Subiectul I: La antrenament...                                                                                               (10puncte) 

 

Subiectul I Parțial Punctaj 

a. 

 

𝑡1𝐶 =
𝑙0 

2𝑣
 

 

 

 𝑡2𝐶 = 𝑡𝐶−𝑡𝑖𝑗ă + 𝑡𝐶−𝑐ă𝑑𝑒𝑟𝑒𝑙𝑖𝑏𝑒𝑟ă =
𝒍𝟎 

𝒗
+ √

2𝒍𝟎

𝑔
 

 

𝑣𝐺 =
∆ℎ

∆𝑡
=

𝑣∆𝑡 +
𝐺𝑣∆𝑡

𝐸𝑆

∆𝑡
= 𝑣 (1 +

𝑀𝑔

𝐸𝑆
) = 𝑣(1 +

𝑀𝑔

𝑘𝑙0
) 

 

 

𝑡1𝐺 =
𝑙0 

2𝑣𝐺
=

𝑙0 

2𝑣(1 +
𝑀𝑔

𝑘𝑙0
)
 

 

 ℎ𝐺 = 𝐻 − 𝑙𝑎𝑙𝑢𝑛𝑔𝑖𝑡𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚 = 2𝑙0 − 𝑙0  (1 +
𝑀𝑔

𝑘
) = 𝑙0  (1 −

𝑀𝑔

𝑘
) 

 

𝑡2𝐺 = 𝑡𝐺−𝑐𝑜𝑎𝑟𝑑ă + 𝑡𝐺−𝑐ă𝑑𝑒𝑟𝑒𝑙𝑖𝑏𝑒𝑟ă =
𝑙0 

𝑣
+ √

2 ℎ𝐺

𝑔
=

𝑙0 

𝑣
+ √

2 𝑙0  (1 −
𝑀𝑔

𝑘
)

𝑔
 

 

 

 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

 

1,50 p 

 

 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

 

0,50p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4,00 p 

 

b.    

Împărțim tubul într-un număr foarte mare, 𝑁 ,de porțiuni egale, fiecare dintre ele având o 

constantă de elasticitate  𝑘𝑒 = 𝑘 ∙ 𝑁 . 

 
 

Aceste porțiuni vor fi deformate diferit, datorită forțelor elastice diferite, necesare diferitelor 

porțiuni, de a echilibra efectul forțelor de frecare. În porțiunea de indice  𝑖 ∈ (1, 𝑁), 

măsurată de la capătul liber B, forța elastică și deformarea vor fi: 

 

𝐹𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă,𝑖 = 𝑖 ∙ 𝐹𝑓𝑟𝑒𝑐𝑎𝑟𝑒−𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟ă = 𝑖
𝜇𝑚𝑔

𝑁
 

∆𝑙𝑖 =
𝐹𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă,𝑖

𝑘𝑒
=

𝑖
𝜇𝑚𝑔

𝑁

𝑘 ∙ 𝑁
= 𝑖

𝜇𝑚𝑔

𝑘𝑁2
 

Alungirea întregului tub este : 

∆𝑙𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = ∑ ∆𝑙𝑖 = ∑ 𝑖
𝜇𝑚𝑔

𝑘𝑁2
=

𝜇𝑚𝑔

𝑘𝑁2

𝑁

𝑖=1

𝑁

𝑖=1

∑ 𝑖 =
𝜇𝑚𝑔𝑁(𝑁 + 1)

2𝑘𝑁2

𝑁

𝑖=1

≅
𝜇𝑚𝑔

2𝑘
 

 

 

0,50 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,50 p 

 

 

1,00 p 

 

 

1,00 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3,00 p 
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c.  

𝐿𝑡𝑟𝑎𝑐ț𝑖𝑢𝑛𝑒= - ( 𝐿𝐹𝑓 + 𝐿𝐹𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă) =  |𝐿𝐹𝑓| + ∆𝐸𝑝 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă 

  

𝐿𝑡𝑟𝑎𝑐ț𝑖𝑢𝑛𝑒= 2∆𝐸𝑝 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă= 2|𝐿𝐹𝑓| 

∆𝐸𝑝 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă = 𝐸𝑝 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙ă − 𝐸𝑝 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă 𝑖𝑛𝑖ț𝑖𝑎𝑙ă = ∑
𝑘𝑖∆𝑙𝑖

2

2

𝑁

𝑖=1

− 0 

∆𝐸𝑝 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă = ∑
𝑁𝑘 ∙ (𝑖

𝜇𝑚𝑔

𝑘𝑁2 )
2

2

𝑁

𝑖=1

=
(𝜇𝑚𝑔)2

2𝑘𝑁3
∑ 𝑖2

𝑁

𝑖=1

 

∆𝐸𝑝 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă =
(𝜇𝑚𝑔)2

2 ∙ 𝑘 ∙ 𝑁3

𝑁(𝑁 + 1)(2𝑁 + 1)

6
≅

(𝜇𝑚𝑔)2

6𝑘
 

 

𝐿𝑡𝑟𝑎𝑐ț𝑖𝑢𝑛𝑒= |𝐿𝐹𝑓| + ∆𝐸𝑝 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐ă =
(𝜇𝑚𝑔)2

3𝑘
 

 

Observație : Este punctat maxim și modul de  calcul al lucrului mecanic al forței de frecare, 

astfel: 

 
Deplasarea 𝑑𝑖 a elementului  𝑖 este  

𝑑𝑖 = ∆𝑙1 + ∆𝑙2 + ⋯ ∆𝑙𝑖 =

𝜇𝑚𝑔

𝑁

𝑘𝑁
(1 + 2 … + 𝑖) =

𝜇𝑚𝑔

𝑘𝑁2

𝑖(𝑖 + 1)

2
 

 

|𝐿𝐹𝑓| = ∑ 𝐹𝑓𝑟𝑒𝑐𝑎𝑟𝑒−𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟ă ∙ 𝑑𝑖 = ∑
𝜇𝑚𝑔

𝑁
∙

𝜇𝑚𝑔

𝑘𝑁2

𝑖(𝑖 + 1)

2

𝑁

𝑖=1

𝑁

𝑖=1

 

|𝐿𝐹𝑓| =
𝜇𝑚𝑔

𝑁
∙

𝜇𝑚𝑔

𝑘𝑁2

𝑁(𝑁 + 1)(𝑁 + 2)

2 ∙ 3
≅

(𝜇𝑚𝑔)2

6𝑘
 

 

 

0,50 p 

 

0,25 p 

 

0,50 p 

 

 

0,75 p 

 

 

0,25 p 

 

 

0,75 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3,00  p 
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Subiectul II: În competiție!                                                                   (10 puncte) 

 

Subiectul II  Parțial Punctaj 

 

  

a. 

𝐹 − 𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑚(𝑎𝑟𝑒𝑙 + 𝑎0𝑐𝑜𝑠𝛼)  

 

𝑁 − 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝛼 = −𝑚𝑎0𝑠𝑖𝑛𝛼  

 

𝐹(2 − cos 𝛼) + 𝑁𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑀𝑎0  

 

𝑎𝑟𝑒𝑙 =
𝐹[𝑀 + 𝑚(1 − 2𝑐𝑜𝑠𝛼)] − 𝑚(𝑀 + 𝑚)𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑚(𝑀 + 𝑚𝑠𝑖𝑛2𝛼)
 

 

𝑎𝑟𝑒𝑙 ≥ 0 => 𝐹 ≥
𝑚(𝑀 + 𝑚)𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑀 + 𝑚(1 − 2𝑐𝑜𝑠𝛼)
= 𝐹𝑚𝑖𝑛 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

1,00 p 

 

 

0,50 p 

 

 

  

 

 

3,00 p 

b. 

𝑣0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 => 𝑎𝑟𝑒𝑙 = 0 deci 𝐹 = 𝐹𝑚𝑖𝑛 

 

𝑎0 =
2𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑀 + 𝑚(1 − 2𝑐𝑜𝑠𝛼)
 

 

𝑡𝑢 =
ℎ

𝑣0𝑠𝑖𝑛𝛼
 

 

𝑣1 = 𝑎0𝑡𝑢 

𝑣1 =
2𝑔ℎ

𝑣0(𝑀
𝑚⁄ + 1 − 2𝑐𝑜𝑠𝛼)

 

 

0,50 p 

 

 

1,00 p 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

0,50 p 

 

3,00 p 

c. 

𝑥 = 𝑣0𝑥𝑡 

 

𝑦 = ℎ + 𝑣0𝑦𝑡 − 𝑔 𝑡2

2⁄  

 

𝑦 = 0 => 𝑥2 − 2
𝑣0𝑥𝑣0𝑦

𝑔
𝑥 − 2

ℎ𝑣0𝑥
2

𝑔
= 0 

 

𝑥𝑚𝑎𝑥 =
𝑣0𝑥𝑣0𝑦

𝑔
(1 + √1 +

2𝑔ℎ
𝑣0𝑦

2⁄ ) 

𝑣0𝑥 = 𝑣1 + 𝑣0𝑐𝑜𝑠𝛼  

 

𝑣0𝑦 = 𝑣0𝑠𝑖𝑛𝛼  

 

𝑑 = ℎ𝑐𝑡𝑔𝛼 + 𝑥𝑚𝑎𝑥 +
𝑣1𝑡𝑢

2⁄  

 

𝑑 ≅ 7,6 𝑚 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

 

0,50 p  

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

4,00 p 
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Subiectul III: Mișcări circulare în câmp gravitațional                     (10puncte) 
 

Subiectul III Parțial Punctaj 

a. 
𝑚𝑣1

2

2
−

𝑚𝑣2

2
= 𝑚𝑔𝐿 ∙ cos 𝛼  

    

𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝑚𝑔 ∙ cos 𝛼 =
𝑚𝑣1

2

𝐿
  

 

𝑣1𝑡 ∙ cos 𝛼 = 𝑥 

 

𝑣1𝑡 ∙ sin 𝛼 +
𝑔𝑡2

2
= 𝐿(2 − cos 𝛼) 

 

𝑂𝐶 =
𝐿√3

2
− 𝑥 ≅ 12 𝑐𝑚 

 

1,00 p 

 

 

1,00 p 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

1,00 p 

 

 

 

 

 

 

4,00 p 

b. 

𝑚𝑣𝑠
2

2
−

𝑚𝑣𝑚𝑖𝑛
2

2
= −2𝑚𝑔𝑙 

𝑚𝑔 =
𝑚𝑣𝑠

2

𝑙
  

𝑣𝑚𝑖𝑛 = √5𝑔𝑙 > 𝑣0 

 

𝑚𝑔 ∙ cos 𝛼 =
𝑚𝑣𝐴

2

𝑙
 

 

𝑚𝑣𝐴
2

2
−

𝑚𝑣0
2

2
= −𝑚𝑔𝑙(1 + cos 𝛼) 

 

ℎ =
(𝑣𝐴 ∙ sin 𝛼)2

2𝑔
 

  

ℎ𝑚𝑎𝑥 = 𝑙(1 + cos 𝛼) + ℎ ≅ 59 𝑐𝑚 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

 

 

 

 

 

3.50 p 

c. 

 

(𝑂𝑥): 𝑇 ∙ cos 𝛽 − 𝐹𝑓 ∙ sin(2𝛽) = 0 

 
(𝑂𝑦): 𝑚𝑔 ∙ sin 𝛼 − 𝑇 ∙ sin 𝛽 − 𝐹𝑓 ∙ cos (2𝛽) = 0 

 
(𝑂𝑧): 𝑁 − 𝑚𝑔 ∙ cos 𝛼 = 0 

 

 𝜇 =
𝐹𝑓

𝑁
= 𝑡𝑔 𝛼 =

√3

3
≅ 0,58 

 

𝑇 = 2𝑚𝑔 ∙ (sin 𝛼) ∙ (sin 𝛽) = 0,1 𝑁  

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

 

 

 

 

 

2,50 p 

 

Barem de evaluare și de notare propus de: 

Prof. Jean-Marius Rotaru, Colegiul Național Iași, Iași 

Prof. Cristian Miu, Colegiul Național „Ion Minulescu”, Slatina 

Prof. Gabriela Alexandru, Colegiul Național „Grigore Moisil”, București 

Prof. dr. Alpár István Vita Vörös, Liceul Teoretic „Apáczai Csere János”, Cluj-Napoca 

Prof. dr. Daniel Lazăr, Colegiul Național „Iancu de Hunedoara”, Hunedoara 


